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33

ZòâcûZòâK RýûcòZòe C_Kâc

Zêùc _ìað @¤ûdùe _XòQ ù~, icZk C_ùe GK \� aò¦êe @aiÚû^ iìPûAaû _ûAñ \êAUò iõLýû ^ò‰ðd
Keòaû i¸a ~ûjûKê Cq icZkùe ùijò aò¦êe iÚû^ûu Kêjû~ûG ö aò_eúZ Kâùc, _âùZýK KâcòZ ù~ûWò
(x, y) _ûAñ icZk C_ùe ùMûUòG aò¦ê @aiÚòZ ~ûjûe iÚû^ûu (x, y) ö
cù^Ke ùMûUòG Ne PUûY C_ùe GK eae afþKê f´ bûaùe ^òùl_ Keòaû ö Nee ù\÷Nðý Gaõ
_âiÚKê @l ù^A ùiA @l iûjû~ýùe afþUò PUûYKê @ûNûZ Keò[ôaû aò¦êe iÚû^ûu @^^ý bûaùe ^ò‰ðd
Keò_ûeòaû ö Kò«ê ù~ùZùaùk afþUò PUûYKê @ûNûZ Kfû_ùe f´ \òMùe aûC^è Keò C_eKê ~òa,
ùiùZùaùk ù~ùKøYiò icdùe ùÆgþùe afþe @aiÚòZòe iÚû^ûu _ìaðeê ù^A[ôaû \êAUò @l iûjû~ýùe
^ò‰ðd Keò_ûeòaû ^ûjó ö ~\ò @ûùc PUûYVûeê afþe
CyZû RûYòaû, ùZùa ù~ùKøYiò icdùe ùÆgþùe [ôaû
afþUòe @aiÚòZòe iÚû^ûu, _ìað \êA @l Gaõ CyZû
iûjû~ýùe ^ò‰ðd Keò_ûeòaû ö
~\ò PUûY Vûeê afþe CyZû 25 ùi.cò. Gaõ afþUò
PUûYKê @ûNûZ Keò[ôaû aò¦êe iÚû^ûu (5, 4) jêG, ùZùa
Gjò Zòù^ûUò iõLýû iûjû~ýùe ùÆgþùe afþUò [ôaû iÚû^e
iÚû^ûu @ûùc (5, 4, 25) eìù_ ùfLô_ûeòaû ö

ùZYê ùÆgþùe ùMûUòG aò¦êe iÚû^ûu, Zòù^ûUò
iõLýû \ßûeû @^^ý bûaùe ̂ ò‰ðd Keû~ûA_ûeòa ö Gjò
@¤ûdùe @ûùc ùÆgþùe [ôaû ùMûUòG aò¦êe iÚû^ûu,
ùÆgþùe [ôaû \êAUò aò¦ê c¤a�ðú \ìeZû, \êAUò aò¦êe iõù~ûRK ùeLûLŠKê @«aòðbûR^ / ajòaòðbûR^
Keê[ôaû aò¦êe iÚû^ûu, ùÆiþùe [ôaû ùMûUòG aò¦ê aû ùeLûLŠe @bòùl_ aòhdùe @ûùfûP^û Keòaû ö

CùŸgý
Gjò @¤ûd _Xò iûeòaû _ùe Zêùc

 ZòâcûZòâK ùÆgþùe @aiÚòZ ùMûUòG aò¦ê ijòZ ùMûUòG KâcòZ ZâdúKê I aò_eúZ Kâùc ùMûUòG KâcòZ
ZâdòKê ùMûUòG aò¦ê ijòZ i´§òZ Keò_ûeòa;

 ùÆgþùe @aiÚòZ \êAUò aò¦ê c¤ùe \ìeZû ^ò‰ðd Keò_ûeòa;

PòZâ 33.1
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 \êAUò aò¦êe iõù~ûRK ùeLûLŠKê GK \� @^ê_ûZùe @«aðòbûR^ / ajòaðòbûR^ Keê[ôaû aò¦êe
iÚû^ûu ^ò‰ðd Keò_ûeòa;

 ùÆgþùe WòùeKi^þ ùKûiûA^þ / ùeiòIe iõmû ^òeì_Y Keò_ûeòa;
 ùÆgþùe @aiÚòZ ùMûUòG iekùeLûe WòùeKþi^þ ùKûiûA^þ ^òeì_Y Keò_ûeòa;
 ùMûUòG iekùeLû C_ùe @^ý GK ùeLûLŠe @bòùl_ ^ò‰ðd Keò_ûeòa Gaõ
 ùÆgþùe [ôaû \êAUò iekùeLû _eÆe _âZò f´ aû icû«e ùjaû _ûAñ i�ð ^ò‰ðd Keò_ûeòa ö

_âZýûgòZ _ìaðmû^
 \ßòcûZâòK icZk RýûcòZò
 aúRMYòZ, RýûcòZò, ZòâùKûYcòZò Gaõ ùbKÖe aúRMYòZe ùcøkòK mû^ ö

33.1 ùÆgþùe iÚû^ûu _¡Zò Gaõ ùMûUòG aò¦êe iÚû^ûu
(Co-ordinate system and co-ordinates of a point in space)

Nee ùMûUòG KYKê cìk aò¦ê ù^A aûC è̂ ùjC[ôaû afþe
C\ûjeYKê cù^ _Kû@ ö Nee ùMûUòG ^òŸòðÁ KYKê
cìkaò¦ê ù^aûe @ûagýKZû ̂ ûjó ö @ûùc Nee ù~ùKøYiò
KY (ù~ùKøYiò aò¦ê)Kê cìkaò¦ê ù^A _ûeòaû Gaõ ùijò
@^êiûùe aò¦êcû^ue iÚû^ûue _eòa�ð^ Keò_ûeòaû ö
ùZYê Nee ù~ùKøYiò aò¦êKê cìkaò¦ê ù^A_ûeòaû ö
cù^Ke ùÆgþùe @aiÚòZ GK aò¦ê O ö O aò¦ê ù\A
_eÆe _âZò f´ Zòù^ûUò iekùeLû XOX, YOY,
ZOZ @u^ Ke ö O Kê  iÚû^ûu _¡Zòe cìkaò¦ê
Kêjû~ûG Gaõ XOX, YOY Gaõ ZOZ iekùeLûKê
~[ûKâùc x - @l, y- @l z- @l Kêjû~ûG ö PòZâ  33.2
ùe, @lcû^ue ]^ûcôK \òMKê Zúe PòjÜ [ôaû MûXÿ ùeLû
\ßûeû iìPòZ Keû~ûAQò ö x Gaõ y @l \ßûeû ^ò‰òðZ
icZkKê XY - icZk (XOY icZk) Kêjû~ûG ö
ùijòbkò YZ- icZk (YOZ icZk) Gaõ ZX -
icZk (ZOX- icZk) ̂ ò‰ðZ ùjûA_ûeòa ö Gjò Zòù^ûUò
icZkKê iÚû^ûu icZk Kêjû~ûG ö Gjò icZk Zòù^ûUò
icê\ûd ùÆgþKê @ûVUò @õgùe bûM KeêQò ~ûjûKê @ÁûõgK
(Octant - @KþUû�) Kêjû~ûG ö
cù^Ke ùÆgþùe P ù~ùKøYiò GK aò¦ê ö P aò¦êù\A
XY - icZk C_ùe PL f´ @u^ Keû~ûC ~ûjû Cq
icZkKê L aò¦êùe ùQ\ Keòa ö OY ijòZ icû«e
Keò L aò¦êù\A LA @u^ Ke ~ûjû OX Kê A aò¦êùe

PòZâ 33.3

PòZâ 33.2
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PòZâ 33.4

ùQ\ Keòa ö ~\ò @ûùc ùfLôaû OZ = x, AL = y Gaõ
LP = z, ùZùa (x, y, z) Kê P aò¦êe iÚû^ûu Kêjû~òa ö
_ê^½, ~\ò @ûùc P aò¦êù\A @ûdZN^ iµì‰ð Keòaû ~ûjûe
Zòù^ûUò ]ûe OA, OB Gaõ OC _eÆe ijòZ O aò¦êùe
còkòZ ùjùa Gaõ OP Gjûe cêLý K‰ð ùja, ùZùa
(OA, OB, OC) ù\÷Nðý @[ðûZþ (x, y, z) Kê P e iÚû^ûu
Kêjû~ûG ö

flýKe : PòZâ 33.4 ùe Zêùc flý Keò_ûe :
(i) P e x iÚû^ûu = OA = P aò¦êeê YZ - icZk _âZò @uòZ f´e ù\÷Nðý ö

(ii) P e y iÚû^ûu = OB = P aò¦êeê ZX - icZk _âZò @uòZ f´e ù\÷Nðý ö
(iii) P aò¦êe z iÚû^ûu = OC = P aò¦êeê XY - icZk _âZò @uòZ f´e ù\÷Nðý ö
ùZYê ù~ùKøYiò aò¦ê P Vûeê Zòù^ûUò ~ûK iÚû^ûu icZk YZ, ZX Gaõ XY _~ðý« f´ \ìeZûKê
P aò¦êe x, y Gaõ z iÚû^ûu Kêjû~ûG ö
Gjò ùjZê ùÆgþùe [ôaû ù~ùKøYiò \� aò¦ê P _ûAñ KâcòZ Zâdú (x, y, z) còkòa ~ûjûKê ùÆgþùe P
aò¦êe iÚû^ûu Kêjû~ûG ö aò_eúZ Kâùc ù~ùKøYiò KâcòZ Zâdú (x, y, z) _ûAñ ùÆgþùe ùMûUòG aò¦ê
P còkòa ~ûjûe iÚû^ûu (x, y, z) ùja ö
c«aý :
1. VòKþ ù~_eò icZk iÚû^ûu RýûcòZòùe \êAUò @l icZkKê PûùeûUò _û\ùe aòbq Kùe,

ùijò_eò ZòâcûZâòK iÚû^ûu RýûcòZòùe iÚû^ûu icZk \ßûeû ùÆgþ @ûVUò @KþUû� ùe aòbq ùja
~ûjûKê ̂ ûcòZ Keòaû OXYZ, OXYZ, OXYZ, OXYZ, OXYZ, OXYZ, OXYZ
Gaõ OXYZ ö

2. ~\ò P _â[c @KUû�ùe ù~ùKøYiò GK aò¦êjêG, ùZùa @^ý _âùZýK @KUû�ùe ùMûUòG
ùfLûGñ aò¦ê còkòa ~ûjûe iÚû^ûu icZkeê \ìeZûe _eccû^ MêWòK P e iÚû^ûu ij icû^
ùja ö ~\ò P aò¦ê e iÚû^ûu (a, b, c) jêG, ùZùa _ìùaðûq (i) ùe @ûùfûPòZ @KþUû� C_eòiÚ
@^ý aò¦êcû^ue iÚû^ûu ~[ûKâùc (–a, b, c), (a, –b, c), (a, b, –c), (a, –b, –c), (–a, b,
–c), (–a, –b, c) Gaõ (–a, –b, –c) ùja ö

3. XY, YZ Gaõ ZX - icZk C_ùe [ôaû aò¦ê cû^ue iÚû^ûu ~[ûKâùc (a, b, 0), (0, b, c)
Gaõ (a, 0, c) @ûKéZò aògòÁ ùja ö

4. X - @l, Y - @l Gaõ Z - @l C_ùe [ôaû aò¦ê cû^ue iÚû^ûu ~[ûKâùc (a, 0, 0), (0, b,0)
Gaõ (0, 0, c) @ûKéZò aògòÁ ùja ö

5. Zêùc O flýKeò _ûeòa ù~, cìkaò¦ê O @^ê~ûdú OP


 ùbKÖee P aò¦êe ù_ûRòi^þ ùbKÖe
(x,y,z) @^êeì_ ùja ö

C\ûjeY 33.1 \� aò¦êMêWòK ùKCñ @KUû�ùe @Qò ùfL ö
(a) (2, 6, 8) (b) (–1, 2, 3) (c) (–2, –5, 1),
(d) (–3, 1, – 2) (e) (–6, –1, –2)
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PòZâ 33.5

PòZâ 33.6

icû]û^ :
(a) ù~ùjZê iaê iÚû^ûu ]^ûcôK, ùZYê (2, 6, 8) aò¦êUò OXYZ @KþUû�ùe ejòa ö
(b) ù~ùjZê x iÚû^ûu EYûcôK, y Gaõ z iÚû^ûu ]^ûcôK, ùZYê (–1, 2, 3) aò¦êUò OXYZ

@KþUû�ùe ejòa ö
(c) ù~ùjZê x Gaõ y Cbd iÚû^ûu EYûcôK Gaõ z iÚû^ûu ]^ûcôK, ùZYê (–2, –5, 1) aò¦êUò

OXYZ @KþUû�ùe ejòa ö
(d) ù~ùjZê x Gaõ z Cbd iÚû^ûu EYûcôK, y iÚû^ûu ]^ûcôK, ùZYê (–3, 1, –2) aò¦êUò

OXYZ @KþUû�ùe ejòa ö
(e) ù~ùjZê x, y Gaõ z, Zòù^ûUò ~ûK iÚû^ûu EYûcôK ùZYê (–6, –1, –2) aò¦êUò OXYZ

@KþUû�ùe ejòa ö

@ûi ̂ òùR ̂ òRKê _eLôaû33.1

1. \� aò¦ê MêWòK ùKCñ @KUû�ùe @aiÚòZ ùfL ö
(a) (–4, 2, 5) (b) (4, 3, –6) (c) (–2, 1, –3)
(d) (1, –1, 1) (e) (8, 9, –10)

33.2 \êAUò aò¦ê c¤ùe \ìeZû (Distance between two points)

cù^Ke Nee GK Kû^Úùe AùfKÖòâ _äMþ @Qò Gaõ ùUaêfþ C_ùe GK AÈò @Qò ö AùfKÖòâ AÈòKê _äMùe
iõù~ûM Keòaû _ûAñ @Zò Kcþùe ùKùZ Zûe \eKûe ùja ?
Gjû GK C\ûjeY ù~Cñ[ôùe @ûùc ùÆgþùe [ôaû \êAUò
aò¦ê c¤ùe  \ìeZû aûjûe Keòaû @ûagýK ö
cù^Ke \êAUò aò¦ê P I Q e iÚû^ûu ~[ûKâùc (x

1
, y

1
, z

1
)

Gaõ (x
2
, y

2
, z

2
) ö PQ Kê K‰ð ù^A PMSNRLKQ

@ûdZN^ iµì‰ð Ke ö
KQ ùeLû _âZò PK f´ ö
icùKûYú  PKQ ùe  (K ùKûY icùKûY)
@ûùc RûYê PQ2 = PK2+KQ2

_ê^½ PKL icùKûYú ZòâbêRùe (L ùKûY icùKûY)
PK2 = KL2+PL2 = MP2+PL2 (KL = MP)

 PQ2 = MP2+PL2+KQ2 ... (i)

MP, PL Gaõ KQ ]ûe MêWòK, iÚû^ûu-@l ijòZ icû«e ö
a�ðcû^ YOZ icZkeê P aò¦êe \ìeZû = x

1
, Gaõ YOZ

icZkeê Q Gaõ M aò¦êe \ìeZû = x
2

 MP = |x
2
–x

1
|





29

Uò®Yú

cWêýf-I
ùbKÖe Gaõ

ZòâcûZòâK RýûcòZò

ZòâcûZòK RýûcòZòe C_Kâc

ùijò_eò PL = |y
2
–y

1
| Gaõ KQ = |z

2
–z

1
|

      PQ x x y y z z2
2 1

2
2 1

2
2 1

2( ) ( ) ( ) [(i) eê]

Kò´û |PQ| (x x ) (y y ) (z z )2 1
2

2 1
2

2 1
2     

@^êiò¡û« : cìkaò¦êeê ùMûUòG aò¦êe \ìeZû :
~\ò aò¦ê Q(x

2
, y

2
, z

2
), cìkaò¦ê (0, 0, 0) ijòZ cògò~ûG, ùZùa x

2
 = y

2
 = z

2
 = 0

 cìkaò¦êeê P aò¦êe \ìeZû

| | ( ) ( ) ( )OP x y z     1
2

1
2

1
20 0 0

  x y z1
2

1
2

1
2

iû]ûeY bûùa, cìkaò¦ê O Vûeê P(x, y, z) aò¦êe \ìeZû

| |OP x y z  2 2 2

C\ûjeY 33.2

\êAUò aò¦ê (2, 5, –4) Gaõ (8, 2, –6) c¤ùe \ìeZû ^ò‰ðd Ke ö
icû]û^ : cù^Ke P(2, 5, –4) Gaõ Q(8, 2, –6) \êAUò \� aò¦ê ö

       | | (8 ) ( ) ( )PQ 2 2 5 6 42 2 2

    36 9 4 49 7

 aò¦ê\ßd c¤ùe \ìeZû 7 GKK ö
C\ûjeY 33.3

_âcûY Ke ù~ (–2, 4, –3), (4, –3, –2) Gaõ (–3, –2, 4) aò¦êZâd GK icaûjê ZòâbêRe
gúhðaò¦ê ö

icû]û^ : cù^Ke \� aò¦êZâd ùjCQ«ò A(–2, 4, –3), B(4, –3, –2) Gaõ C(–3, –2, 4) ö

a�ðcû^

| | ( ) ( ) ( )AB        4 2 3 4 2 32 2 2    36 49 1 86

| | ( ) ( ) ( )BC        3 4 2 3 4 22 2 2

   49 1 36 86

| | ( ) ( ) ( )CA         2 3 4 2 3 4 862 2 2


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ù~ùjZê |AB| = |BC| = |CA|, GYê ABC ùMûUòG icaûjê ZòâbêR ö

C\ûjeY 33.4

^òcÜfòLôZ aò¦êcû^u \ßûeû ZòâbêR ùja Kò ^ûjó _eúlû Ke ö
(a) A(–1, 2, 3), B(1, 4, 5) Gaõ C(5, 4, 0)

(b) (2, –3, 3), (1, 2, 4) Gaõ (3, –8, 2)
icû]û^ :

(a) | | ( ) ( ) (5 )AB      1 1 4 2 32 2 2

    2 2 2 2 3 3 4642 2 2 ~ (_âûd)

| | ( ) ( ) ( )BC      5 1 4 4 0 52 2 2

    16 0 25 41 6 4~  (_âûd)

Gaõ | | (5 ) ( ) ( )AC      1 4 2 0 32 2 2

   36 4 9 7

        | | | | | |AB BC AC3 464 6 4 9 864

|AB|+|AC| > |BC| Gaõ |BC|+|AC| > |AB|

ù~ùjZê, ù~ùKøYiò \êAaûjêe icÁò Gjûe ZéZúd aûjê Vûeê aéj�e, ùZYê C_ùeûq aò¦êMêWòK
ùMûUòG ZòâbêRe gúhðaò¦ê ùja ö
(b) (2, –3, 3), (1, 2, 4) Gaõ (3, –8, 2) aò¦êMêWòKê ~[ûKâùc P, Q Gaõ R \ßûeû iìPû~ûC ö

| | ( ) ( ) ( )PQ      1 2 2 3 4 32 2 2

    1 25 1 27 3 3

| | ( ) ( ) ( )QR       3 1 8 2 2 42 2 2

   4 100 4 6 3

| | ( ) ( ) ( )PR       3 2 8 3 2 32 2 2

   1 25 1 3 3

GVûùe | | | | | |PQ PR QR    3 3 3 3 6 3

GYê Gjò aò¦êMêWòK ùMûUòG ZòâbêRe gúhðaò¦ê ùjùa ^ûjó ö
_âKéZùe Gjò aò¦êMêWòK ùMûUòG iekùeLû C_ùe ejòùa ö
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C\ûjeY 33.5

\gðû@ ù~ A(1, 2, –2), B(2, 3, –4) Gaõ C(3, 4, –3) aò¦êZâd
ùMûUòG icùKûYú ZòâbêRe gúhðaò¦ê ùjùa ö
icû]û^ : AB2 = (2–1)2+(3–2)2+(–4+2)2 = 1+1+4 = 6

BC2 = (3–2)2+(4–3)2+(–3+4)2 = 1+1+1 = 3

Gaõ AC2 = (3–1)2+(4–2)2+(–3+2)2 = 4+4+1 = 9

@ûùc ù\LêQê ù~ AB2+BC2 = 6+3 = 9 = AC2

ABC GK icùKûYú ZòâbêR ö
GYê \� aò¦êMêWòK ùMûUòG icùKûYú ZòâbêRe gúhðaò¦ê @U«ò ö

C\ûjeY 33.6

_âcûY Ke ù~, A(0, 4, 1), B(2, 3, –1), C(4, 5, 0) Gaõ D(2, 6, 2) aò¦êcû^ ùMûUòG aMð
PòZâe gúhðaò¦ê ö

icû]û^ : GVûùe

AB       ( ) ( ) ( )2 0 3 4 1 12 2 2    4 1 4 3  GKK

BC      ( ) (5 ) ( )4 2 3 0 12 2 2    4 4 1 3  GKK

CD      ( ) ( ) ( )2 4 6 5 2 02 2 2

   4 1 4 3 GKK

Gaõ DA      ( ) ( ) ( )0 2 4 6 1 22 2 2

   4 4 1 3  GKK
AB = BC = CD = DA

a�ðcû^ AC2 2 2 24 0 5 4 0 1     ( ) ( ) ( )

= 16 + 1 + 1 = 18

 AB2+BC2 = 32+32 = 18 = AC2

 B = 900

 ABCD PZêbðêRùe AB = BC = CD = DA Gaõ B = 900

ABCD GK aMðPòZâ ö

@ûi ̂ òùR ̂ òRKê _eLôaû33.2

1. ^òcÜfòLôZ aò¦êcû^u c¤ùe \ìeZû ^ò‰ðd Ke ö
(a) (4, 3, –6) Gaõ (–2, 1, –3) (b) (–3, 1, –2) Gaõ (–3, –1, 2)
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cù^Ke P I Q aò¦êe iÚû^ûu ~[ûKâùc (x
1
, y

1
, z

1
) Gaõ (x

2
, y

2
, z

2
) ö P, R Gaõ Q aò¦êeê XY -

icZk _âZò PL, RN Gaõ QM f´ @u^ Keû~ûC ö OX _âZò LA, NC Gaõ MB f´ cû^ @u^
Keû~ûC ö

PòZâ 33.7

(c) (0, 0, 0) Gaõ (–1, 1, 1)
2. (5, –1, 7) Gaõ (a, 5, 1) aò¦ê\ßd c¤ùe \ìeZû 9 GKK ùjùf, \gðû@ ù~ ‘a’ e cìfý 2

Kò´û 8 ùja ö
3. \gðû@ ù~ (a, b, c), (b, c, a) Gaõ (c, a, b) aò¦êcû^uê gúhðaò¦ê eìù_ ù^A MVòZ ZòâbêR GK

icaûjê ZòâbêR ö
4. \gðû@ ù~ (–1, 0, –4), (0, 1, –6) Gaõ (1, 2, –5) aò¦êcû^uê gúhðaò¦ê eìù_ ù^A MVòZ

ZòâbêR GK icùKûYú ZòâbêR ö
5. \gðû@ ù~ (0, 7, 10), (–1, 6, 6), Gaõ (–4, 9, 6) aò¦êcûù^ ùMûUòG icùKûYú ic\ßòaûjê

ZòâbêRe gúhðaò¦ê ö
6. \gðû@ ù~ (3, –1, 2), (5, –2, –3), (–2, 4, 1) Gaõ (–4, 5, 6) ùMûUòG iûcû«eòK PòZâe

gúhðaò¦ê ùjùa ö
7. \gðû@ ù~ (2, 2, 2), (–4, 8, 2), (–2, 10, 10) Gaõ (4, 4, 10) aò¦êMêWòK ùMûUòG aMðPòZâe

gúhðaò¦ê ùjùa ö
8. \gðû@ ù~ ^òcÜfòLôZ _âùZýK ùlZâùe aò¦êMêWòK GKùeLú ö

(a) (–3, 2, 4), (–1, 5, 9) Gaõ (1, 8, 14)

(b) (5, 4, 2), (6, 2, –1) Gaõ (8, –2, –7)
(c) (2, 5, –4), (1, 4, –3) Gaõ (4, 7, –6)

33.3 GK ùeLûLŠKê aòbûR^ Keê[ôaû aò¦êe iÚû^ûu
(Coordinates of a point of division of a line segment)

cù^Ke ùeLûLŠ PQ Kê R(x, y, z) aò¦ê l : m @^ê_ûZùe @«aòðbûR^ KeêQò ö
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a�ðcû^ AC = OC–OA = x–x
1
 Gaõ BC = OB–OC = x

2
–x

@ûjêeò c¤
AC

BC

LN

NM

PR

RQ m
  

l






x x

x x m
1

2

l

 mx–mx
1
 = lx

2
–lx

 (l+m) x = lx
2
+mx

1

 



x
x mx

m

l

l
2 1

ùijò_eò, ~\ò @ûùc OY Gaõ OZ _âZò f´ @u^ Keòaû, @ûùc _ûAaû

y
y my

m





l

l
2 1  Gaõ z

z mz

m





l

l
2 1

R aò¦ê ùjCQò
l

l

l

l

l

l

x mx

m

y my

m

z mz

m
2 1 2 1 2 1








F
HG

I
KJ, ,

~\ò   l

m
, ùZùa PQ Kê  : 1 @^ê_ûZùe aòbûR^ Keê[ôaû R aò¦êe iÚû^ûu ùja,










x x y y z z2 1 2 1 2 1

1 1 1










F
HG

I
KJ, , , +1  0

Gjû ÆÁ ù~ e _âùZýK cû^ _ûAñ @ûùc PQ C_ùe GK aò¦ê _ûAaû Gaõ aò_eúZ Kâùc
PQ e _âùZýK aò¦ê R _ûAñ @ûùc  e GK cû^ _ûAaû ö ~\ò  ]^ûcôK, R aò¦êUò ùeLûLŠ PQ
C_ùe ejòa Gaõ ~\ò  EYûcôK, R aò¦êUò ùeLûLŠ PQ C_ùe ejòa ^ûjó ö

\ßòZúd @aiÚûùe R aò¦êUò ùeLûLŠ PQ Kê – : 1 @^ê_ûZùe ajòaðòbûR^ Keòa ö

@^êiò¡û« - 1 : ùeLûLŠ PQ Kê l : m @^ê_ûZùe ajòaòðbûR^ Keê[ôaû aò¦êe iÚû^ûu ùjCQò

l

l

l

l

l

l

x mx

m

y my

m

z mz

m
2 1 2 1 2 1








F
HG

I
KJ, ,

@^êiò¡û« - 2 : PQ e c¤aò¦êe iÚû^ûu ùjCQò

x x y y z z1 2 1 2 1 2

2 2 2

  F
HG

I
KJ, ,

C\ûjeY 33.7

\êAUò aò¦ê (2, –4, 3) Gaõ (–4, 5, –6) e iõù~ûRK ùeLûLŠKê 2 : 1 @ ê̂_ûZùe @«aðòbûR^
Keê[ôaû aò¦êe iÚû^ûu ^ò‰ðd Ke ö

icû]û^ : cù^Ke A(2, –4, 3) Gaõ B (–4, 5, –6) \êAUò aò¦ê,
cù^Ke P(x, y, z) aò¦êUò AB Kê 2 : 1 @^ê_ûZùe @«aòðbûR^ KeêQò ö
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 
  


  
  


x y
2 4 1 2

2 1
2

2 5 1 4

2 1
2

( )
,

( )

Gaõ z 
  


 
2 6 1 3

2 1
3

( )

ùZYê P aò¦êe iÚû^ûu (–2, 2, –3)

C\ûjeY 33.8

(–1, –3, 2) Gaõ (1, –1, 2) aò¦ê\ßde iõù~ûRK ùeLûLŠKê 2 : 3 @^ê_ûZùe ajòaðòbûR^
Keê[ôaû aò¦êe iÚû^ûu ^ò‰ðd Ke ö

icû]û^ : (–1, –3, 2) Gaõ (1, –1, 2) aò¦ê\ßdKê ~[ûKâùc P I Q eìù_ ̂ ûcòZ Keû~ûC ö
cù^Ke R(x, y, z) aò¦ê, PQ Kê 2 : 3 @^ê_ûZùe ajòaòðbûR^ KeêQò ö

 
 


  
  


 x y
2 1 3 1

2 3
5

2 1 3 3

2 3
7

( ) ( )
,

( ) ( )

Gaõ z 




2 2 3 2

2 3
2

( ) ( )

ùZYê R aò¦êe iÚû^ûu (–5, –7, 2)

C\ûjeY 33.9

(2, –3, 5) Gaõ (7, 1, 3) aò¦ê\ßde iõù~ûRK ùeLûLŠKê XY - icZk ù~Cñ @^ê_ûZùe
aòbûR^ KeêQò Zûjû ^ò‰ðd Ke ö

icû]û^ : cù^Ke ^òù‰ðd @^ê_ûZ l : m

 aò¦êUòe iÚû^ûu
7 2 3 3 5l

l

l

l

l

l










F
HG

I
KJ

m

m

m

m

m

m
, ,

ù~ùjZê aò¦êUò XY - icZkùe @Qò, ùZYê iÚû^ûu z = 0





   
3 5

0
5

3

l

l

lm

m m

ùZYê aò¦ê\ßde iõù~ûRK ùeLûLŠKê XY - icZk 5 : 3 @^ê_ûZùe ajòaòðbûR^ KeêQò ö

@ûi ̂ òùR ̂ òRKê _eLôaû33.3

1. (2, –5, 3) Gaõ (–3, 5, –2) aò¦ê\ßde iõù~ûRK ùeLûLŠKê 1 : 4 @^ê_ûZùe @«aðòbûR^
Keê[ôaû aò¦êe iÚû^ûu ^ò‰ðd Ke ö

2. (2, –3, 1) Gaõ (3, 4, –5) aò¦ê\ßde iõù~ûRK ùeLûLŠKê 3 : 2 @^ê_ûZùe @«aòðbûR^
Gaõ ajòaòðbûR^ Keê[ôaû aò¦ê\ßde iÚû^ûu ^òeì_Y Ke ö

3. (2, 4, 5) Gaõ (3, 5, –4) aò¦ê\ßde iõù~ûRK ùeLûLŠKê YZ - icZk ùKCñ @^ê_ûZùe
aòbq KeêQò ^ò‰ðd Ke ö
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4. \gðû@ ù~ (3, 5, –7) Gaõ (–2, 1, 8) aò¦ê\ßde iõù~ûRK ùeLûLŠKê YZ - icZk 3 : 2

@^ê_ûZùe aòbq Keê[ôaû aò¦êUòe iÚû^ûu 0
13

5
2, ,FHG
I
KJ ö

5. \gðû@ ù~ (–2, 4, 7) Gaõ (3, –5, 8) aò¦ê\ßde iõù~ûRK ùeLûLŠKê iÚû^ûu icZk MêWòK
2 : 3 Gaõ 4 : 5 @^ê_ûZùe @«aðòbûR^ Gaõ 7 : 8 @^ê_ûZùe ajòaðòbûR^ Ke«ò ö

6. P(z
1
, y

1
, x

1
) Gaõ Q(x

2
, y

2
, z

2
) aò¦ê\ßde iõù~ûRK ùeLûLŠKê 2 : 1 @ ê̂_ûZùe ajòaðòbûR^

Keê[ôaû aò¦ê R e iÚû^ûu ^òeì_Y Ke ö _âZò_û\^ Ke ù~ Q aò¦êUò PR e c¤aò¦ê ö
33.4 \êAUò ùeLû c¤a�ðúùKûY  (Angle between two lines)

icZk RýûcòZòùe \êAUò iekùeLû c¤a�ðú ùKûY
aòhdùe Zêùc @ûMeê ]ûeYû KeòQ ö Gjò ]ûeYûKê
@ûùc ùÆgþùe @aiÚòZ \êAUò iekùeLû c¤a�ðú
ùKûY ^ò‰ðd _ûAñ iµâiûeY Keòaû ö
cù^Ke ùÆgþùe _eÆe ùQ\ú aû _eÆe @YùQ\ú
\êAUò iekùeLû @Q«ò ö ùÆgþùe ùMûUòG aò¦ê A
^ò@ Gaõ Gjò aò¦ê ù\A \êAUò iekùeLû @u^ Ke
~ûjû _ìaðeê [ôaû iekùeLû \ßd ijòZ icû«e ö
Gjò \êA iekùeLû c¤a�ðú ùKûYKê ùÆgþùe [ôaû
_ìùaðûq iekùeLû \ßd c¤a�ðú ùKûY ùaûfò Kjòaû ö
iõfMÜ PòZâùe Zêùc ù\Lô_ûeòa ù~, l Gaõ m iekùeLû \ßd c¤a�ðú ùKûYe _eòcûY  ö

33.5 ùMûUòG iekùeLûe WûAùeKþi^þ ùKûiûA^þ
(Direction cosines of a Line)

~\ò AB ùeLû X, Y Gaõ Z @le ]^ûcôK \òM ij ~[ûKâùc
,  Gaõ  ùKûY MV^ Kùe, ùZùa cos , cos, Gaõ
cos  Kê AB e WûAùeKþi þ̂ ùKûiûA þ̂ Kêjû~ûG Gaõ ùiMêWÿòKê
~[ûKâùc l, m Gaõ n \ßûeû iìPû~ûG ö @^ý K[ûùe
l = cos , m = cos  Gaõ n = cos  ö
_ûgßðiÚ PòZâùe Zêùc ijRùe ù\Lô_ûeòa ù~, X - @le
WûAùeKþi^þ ùKûiûA^þ ùjCQ«ò 1, 0, 0, KûeY iekùeLûUò
X - @l ijòZ cògò~ûAQò Gaõ Y, Z - @l _âZò f´ @ùU ö
ù~ùjZê cos 00 = 1, cos 900 = 0 ö ùijò_eò Y Gaõ Z -
@le WûAùeKþi^þ ùKûiûA^þ ~[ûKâùc 0, 1, 0 Gaõ 0, 0, 1 ö

33.5.1 WûAùeKþi^þ ùKûiûA^þcû^u c¤ùe i´§
(Direction cosines of a Line)

cù^Ke GK ùeLû OP e WûAùeKþi^þ ùKûiûA^þ cos , cos  Gaõ cos  @[ðûZþ l, m Gaõ n ö
_ê^½ ù~ùjZê, OLP, OMP Gaõ ONP _âùZýK GK icùKûY @U«ò, GYê @ûùc _ûAaû
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PòZâ 33.10

PòZâ 33.11

OL

OP
 cos l

OM

OP
 cos m  Gaõ ON

OP
n cos

@[ðûZþ lOP = OL, mOP = OM  Gaõ nOP= ON

      OP m n OL OM ON OP2 2 2 2 2 2 2 2( )l

l2+m2+n2 = 1

@[ðûZþ cos cos cos2 2 2 1    

Gjû ùMûUòG iekùeLûe WûAùeKþi þ̂ ùKûiûA þ̂ cû^u
c¤ùe i´§ ö

@^êiò¡û« 1 : ~\ò ù~ùKøYiò Zòù^ûUò iõLýû a, b Gaõ c ~[ûKâùc ùMûUòG iekùeLûe
WûAùeKþi^þ ùKûiûA^þ l, m Gaõ n ijòZ icû^ê_ûZú jê@«ò, ùZùa ùijò iõLýû a, b Gaõ c Kê
Cq iekùeLûe WûAùeKþi þ̂ ùeiòI Kò´û WûAùeKþi þ̂ iõLýû Kêjû~ûG ö ~\ò ùMûUòG iekùeLûe
a, b Gaõ c WûAùeKþi^þ iõLýû Gaõ l, m, n WûAùeKþi^þ ùKûiûA^þ jê@«ò, ùZùa l, m Gaõ n
Kê a, b Gaõ c cû]ýcùe ^òcÜcùZ _âKûg Keû~ûG ö

l l

a

m

b

n

c

m n

b c b c
   

 

 
 

 

2 2 2

2 2 2 2

1

a a2 2

  
 

l
a

b ca2 2 2 , m
a2

 
 

b

b c2 2
n

c

b c
 

 a2 2 2

ù~CñVò iaêMêWÿòK _ûAñ jêGZ ]^ûcôK @[aû EYûcôK PòjÜ ^ò@û~òa ö

33.6@bòùl_ (Projection)
cù^Ke Zêùc GK MQe Qûdû Zùk Vò@û ùjûAQ ö ùMûUòG
icdùe, ù~ùZùaùk iì~ðý f´ bûaùe MQ C_ùe [ôùa,
ùijò icdùe bìcòùe _Wê[ôaû MQe QûAKê @ûùc MQe bìcò
C_ùe @bòùl_ ùaûfò Kjò[ûC ö
GjûKê @ûùc @bòùl_ Kjê, KûeY MQ C_ùe f´ bûaùe _Wê[ôaû
egàò \ßûeû iéÁ MQe _âùZýK aò¦êe _âZòaò́ Kê ù^A QûdûUò MVòZ ö
aûC è̂ Keê[ôaû afþe C\ûjeYKê cù^ _Kû@ ö ù~ùZùaùk afþUò
cêq bûaùe ùÆgþe ùMûUòG aò¦êeê bìcò C_ùe _ùWÿ, ùiùZùaùk
bìcò C_eòiÚ afþ _Wÿò[ôaû aò¦êKê ùÆgþùe [ôaû aò¦êe bìcò C_ùe @bòùl_ ùaûfò Kêjû~ûG ö
33.6.1 ùMûUòG aò¦ê Gaõ GK ùeLûLŠe @bòùl_
(Projection of a point and a line segment)

ùMûUòG aò¦êeê GK icZk C_ùe @uòZ f´e _û\ aò¦êKê @ûùc Cq icZk C_ùe _ìùaðûq
aò¦êe @bòùl_ Kjò[ûC ö ùMûUòG ùeLûLŠe _âû«aò¦ê \ßdeê GK icZk C_ùe @uòZ f´\ßde _û\
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PòZâ 33.12 PòZâ 33.13 PòZâ 33.14

PòZâ 33.15

PòZâ 33.16

aò¦êKê iõù~ûM Keê[ôaû ùeLûLŠKê Cq ùeLûLŠe ùijò icZk C_ùe @bòùl_ Kêjû~ûA[ûG ö
@ûùc ùijò_eò GK aò¦ê Gaõ ùeLûLŠe @^ý GK \� iekùeLû C_ùe @bòùl_e iõmû ù\A_ûeòaû ö

flýKe : GK iekùeLû C_ùe GK ùeLûLŠ PQ e @bòùl_  ùjCQò aòLŠòZ ùeLûLŠcû^ue
ùijò iekùeLû C_ùe @uòZ @bòùl_ cû^ue icÁò ijòZ icû^ ö @[ðûZþ PQ e @bòùl_ = PA
e @bòùl_ + AN e @bòùl_ + NQ e @bòùl_ ö

33.6.2 GK iekùeLû C_ùe, \êAUò aò¦êe iõù~ûRK ùeLûLŠe @bòùl_ (Projection
of a line segment joining two points on a line)

cù^Ke P(x
1
, y

1
, z

1
) Gaõ Q(x

2
, y

2
, z

2
) \êAUò \�

aò¦ê ö l, m I n WûAùeKè^ ùKûiûA^ aògòÁ GK
iekùeLû C_ùe PQ e @bòùl_  ^ò‰ðd Keòaû ö
G[ô_ûAñ P I Q aò¦ê ù\A iÚû^ûu icZk ijòZ icû«e
Keò icZk cû^ @u^ Keû~ûC ù~_eò GK @ûdZN^
@uòZ ùja Gaõ Gjûe K‰ð ùja PQ ö
a�ðcû^ PA = x

2
–x

1
, AN = y

2
–y

1
 Gaõ NQ = z

2
–z

1

PQ, AN Gaõ NQ ùeLû ~[ûKâùc X-@l,  Y- @lGaõ
Z - @l ijòZ icû«e ö
ùZYê, l, m I n WûeùeKè^þ ùKûiûA^þ [ôaû ùeLû C_ùe
ùicû^ue @bòùl_ ~[ûKâùc (x

2
–x

1
)l, (y

2
–y

1
)m Gaõ (z

2
–z

1
)n ö

cù^ _Kû@, ù~ùKøYiò iekùeLû C_ùe PQe @bòùl_ ùjCQò PA, AN Gaõ NQ e Cq
iekùeLû C_ùe @uòZ @bòùl_e icÁò ijòZ icû^ ö
ùZYê GVûùe PQ e @bòùl_ ùjCQò
l( ) ( ) ( )x x m y y n z z2 1 2 1 2 1    

33.7 \êAUò aò¦êe iõù~ûRK ùeLûe
WûAùeKþi^þ ùKûiûA^þ (Direction
cosines of the line joining two points) :

cù^Ke P(x
1
, y

1
, z

1
) Gaõ Q(x

2
, y

2
, z

2
) aò¦ê\ßdeê

X - @l C_ùe @uòZ f´\ßde _û\aò¦ê ~[ûKâùc L
Gaõ M ö
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ù~_eòKò OL = x
1
Gaõ OM = x

2
ö x-@l C_ùe PQ e @bòùl_ LM = OM–OL = x

2
–x

1

~\ò PQ e WûAùeKþi^þ ùKûiûA^þ l, m Gaõ n jê@«ò, ùZùa X - @l C_ùe PQ e @bòùl_ = lPQ

 l PQ = x
2
–x

1

ùijò_eò Y - @l Gaõ Z - @l C_ùe PQ e @bòùl_ ù^ùf @ûùc _ûAaû ~[ûKâùc,
mPQ = y

2
–y

1
 Gaõ nPQ = z

2
–z

1











x x y y z z

n
PQ2 1 2 1 2 1

l m

ùZYê \êAUò aò¦ê (x
1
, y

1
, z

1
) Gaõ (x

2
, y

2
, z

2
) e iõù~ûRK ùeLûe WûAùeKþi^þ ùKûiûA^þ x

2
–x

1
,

y
2
–y

1
  Gaõ z

2
–z

1
 ijòZ icû^ê_ûZú ùjùa ö

C\ûjeY 33.10 iÚû^ûu @lcû^u ijòZ icû^ ùKûY Keê[ôaû iekùeLûe WûAùeKþi^þ ùKûiûA^þ
^ò‰ðd Ke ö

icû]û^ : GVûùe  =  = 

Kò«ê cos2+cos2+cos2 = 1

 3 cos2 = 1

  cos
1

3

GYê ^òù‰ðd WûAùeKþi^þ ùKûiûA^ cû^ ùjCQ«ò

  
1

3

1

3

1

3
, ,

iaêVûùe icû^ PòjÜ (]^ûcôK Kò´û EYûcôK) ^ò@û~òa ö
C\ûjeY 33.11 iÚû^ûu @lcû^u ijòZ ùMûUòG iekùeLû ~[ûKâùc 300, 450 Gaõ 600 _eòcûYe

ùKûY Keòaû i¸a Kò ^ûjó _eúlû Ke ö
icû]û^ : cù^Ke iÚû^ûu @lcû^u ijòZ iekùeLûUò ~[ûKâùc ,  Gaõ  ùKûY KeêQò ö
 = 300,  = 450 Gaõ  = 600

ù~ùjZê cos2+cos2+cos2 = 1

ùZYê cos2 300+cos2 450+cos2 600 
F
HG
I
KJ 
F
HG
I
KJ 
F
HG
I
KJ

3

2

1

2

1

2

2 2 2

 
6

4
1

ùZYê iÚû^ûu @lcû^u ijòZ ùMûUòG iekùeLû C_ùeûq ùKûY Keòaû i¸a ^êùjñ ö
C\ûjeY 33.12 ~\ò ùMûUòG iekùeLûe WûAùeKþi^þ ùeiòI 6, 2 Gaõ 3 jêG, ùZùa Gjûe

WûAùeKþi^þ ùKûiûA^þ ^ò‰ðd Ke ö

icû]û^ : cù^Ke iekùeLûe WûAùeKþi^þ ùKûiûA^þ l, m Gaõ n ö
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  
 

 l
6

6 2 3

6

72 2 2 , m  
 

 
2

6 2 3

2

72 2 2

Gaõ n  
 

 
3

6 2 3

3

72 2 2

GYê ^òù‰ðd WûAùeKþi^þ ùKûiûA^þ MêWòK ùjCQ«ò 6

7

2

7

3

7
, ,  Kò´û   

6

7

2

7

3

7
, ,

C\ûjeY 33.13 \� aò¦ê (2, 1, –3) e @bòùl_ (f´e _û\aò¦ê) ^òù‰ðd Ke ö
(a) iÚû^ûu icZk C_ùe (b) iÚû^ûu @l C_ùe

icû]û^ : (a) \� aò¦êe YZ, ZX Gaõ XY icZk C_ùe @bòùl_ ~[ûKâùc (0, 1, –3), (2, 0, –3)
Gaõ (2, 1, 0) ö
(b) X, Y Gaõ Z @l C_ùe \� aò¦êe @bòùl_ ~[ûKâùc (2, 0, 0), (0, 1, 0) Gaõ (0, 0, –3)

C\ûjeY 33.14

(2, 5, –4) Gaõ (8, 2, –6) aò¦ê\ßd e iõù~ûRK ùeLûLŠe WûAùeKþi^þ ùKûiûA^þ ^ò‰ðd Ke ö
icû]û^ : cù^Ke \� aò¦ê\ßd (2, 5, –4) I (8, 2, –6) e iõù~ûRK ùeLûLŠe WûAùeKþi^þ
ùKûiûA^þ l, m Gaõ n ö
ùZYê WûAùeKè^þ ùKûiûA^þMêWÿòK 8–2, 2–5 Gaõ –6+4 ijòZ icû^ê_ûZú,
@[ðûZþ iekùeLûe WûAùeKþi^þ ùeiòI ùjCQ«ò 6, –3, –2 ö
ùZYê iekùeLûe ^òù‰ðd WûAùeKþi^þ ùKûiûA^þ ùjCQ«ò
6

7

3

7

2

7
, ,   Kò´û  6

7

3

7

2

7
, ,  ù~ùjZê 6 3 2 72 2 2    ( ) ( )

C\ûjeY 33.15 (2, –1, 4) Gaõ (0, 1, 5) aò¦ê\ßd ù\A ~ûC[ôaû iekùeLû C_ùe (3, 3, 5)
Gaõ (5, 4, 3) aò¦ê\ßde iõù~ûRK ùeLûLŠe @bòùl_ ^ò‰ðd Ke ö

icû]û^ : (2, –1, 4) Gaõ (0, 1, 5) aò¦ê\ßd ù\A ~ûC[ôaû ùeLûe WûAùeKþi þ̂ ùKûiûA þ̂  2

3

2

3

1

3
, ,

KûeY ( ) ( ) ( )2 0 1 1 4 5 32 2 2      

ùZYê \� iekùeLû C_ùe (3, 3, 5) Gaõ (5, 4, 3) aò¦ê\ßde iõù~ûRK ùeLûLŠe
@bòùl_ ùjCQò

( ) ( ) ( )5 3
2

3
4 3

2

3
3 5

1

3

4

3
 FHG
I
KJ   FHG

I
KJ   FHG

I
KJ  

ù~ùjZê @bòùl_ ùMûUòG ùeLûLŠe ù\÷Nðý ùZYê Gjû iað\û ]^ûcôK ö

ùZYê ^òù‰ðd @bòùl_  4

3
ö
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@ûi ̂ òùR ̂ òRKê _eLôaû33.4

1. GK iekùeLûe WûAùeKþi^þ ùKûiûA^þ ^ò‰ðd Ke ~ûjûe WòùeKþi^þ ùeiòI ùjCQò
(a) 3, –1, 2 (b) 1, 1, 1

2. (–3, 5, 6) aò¦êe @bòùl_ ^òù‰ðd Ke :
(a) iÚû^ûu icZk C_ùe (b) iÚû^ûu @l C_ùe

3. ^òcÜfòLôZ aò¦ê\ßde iõù~ûRK ùeLûLŠe WûAùeKþi^þ ùKûiûA^þ ^ò‰ðd Ke ö
(i) (5, –3, 8) Gaõ (6, –1, 6)
(ii) (4, 3, –5) Gaõ (–2, 1, –8)

4. ù~Cñ ùeLûe WûAùeKè^þ ùeiòI 6, 2 Gaõ 3 Zûjû C_ùe P(4, –2, 5) Gaõ Q(2, 1, –3)
aò¦ê\ßde iõù~ûRK ùeLûLŠe @bòùl_ ^ò‰ðd Ke ö

5. (2, –1, 4) Gaõ (0, 1, 5) aò¦ê\ßd ù\A ~ûA[ôaû ùeLû C_ùe (2, 1, 3) Gaõ (1, 0, –4)
aò¦ê\ßde iõù~ûRK ùeLûLŠe @bòùl_ ^ò‰ðd Ke ö

33.8WûAùeKþi^þ ùKûiûA^þ \� [ôaû \êAUò iekùeLû @«ðMZ ùKûY (Angle
between two lines with given direction cosines)

cù^Ke ùÆgþùe [ôaû \ êAUò iekùeLûe
WûAùeKþi þ̂ ùKûiûA þ̂ ~[ûKâùc (l

1
, m

1
, n

1
) Gaõ

(l
2
, m

2
, n

2
) ö

cù^Ke O aò¦ê ù\A @uòZ OP Gaõ OQ \êAUò
ùeLû ~ûjû C_ùeûq iekùeLû \ßd ijòZ
icû«e ö
cù^Ke OP Gaõ OQ @«MðZ ùKûYe _eòcûY
 Gaõ P aò¦êe iÚû^ûu (x

1
, y

1
, z

1
) ö XY -

icZk _âZò PL f´ Gaõ X - @l _âZò LA f´
@u^ Keû~ûC ö a�ðcû^ OQ C_ùe OPe @bòùl_ = OA, AL Gaõ LP e OQ C_ùe @uòZ
@bòùl_e icÁò ö
@[ðûZþ, OP cos  = x

1
l
2
+y

1
m

2
+z

1
n

2
 ... (i)

Kò«ê, x
1
 = X - @l C_ùe OP e @bòùl_ = OPl

1

ùijò_eò y
1
 = OPm

1
, z

1
 = OPn

1
... (ii)

ùZYê @ûùc _ûAaû, OP cos  = OP (l
1
l
2
+m

1
m

2
+n

1
n

2
) ((i) Gaõ (ii) eê)

cos  = l
1
l
2
+m

1
m

2
+n

1
n

2
... (iii)

@^êiò¡û« - 1 : ~\ò C_ùeûq iekùeLû \ßde WûAùeKþi^þ ùeiòI a
1
, b

1
, c

1
 Gaõ a

2
, b

2
, c

2
 ùjùa,

ùZùa ùicû^u @«MðZ ùKûY  fûMò @ûùc ùfLôaû

PòZâ 33.17
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cos  
 

   

a a b b c c

a b c a b c

1 2 1 2 1 2

1
2

1
2

1
2

2
2

2
2

2
2

GVûùe e _eòcûY iìlàùKûY Kò´û iÚìkùKûY, Z\^ê~ûdú cos  fûMò ]^ûcôK Kò´û EYûcôK
PòjÜ ù^aû ö

@^êiò¡û« - 2 : ~\ò OP Gaõ OQ _eÆe _âZò f´ jê@«ò (@[ðûZþ  = 900), ùZùa
l
1
l
2
+m

1
m

2
+n

1
n

2
 = cos 900 = 0

@^êiò¡û« - 3 : ~\ò OP Gaõ OQ _eÆe icû«e ùjùa, ùZùa
l

l
1

2

1

2

1

2
 

m

m

n

n

_âcûY : ù~ùjZê OP || OQ Gaõ O ùicû^ue iû]ûeY aò¦ê, OP, OQ C_ùe @aiÚû^
Keòa ö

GYê sin  = 0

a�ðcû^, sin cos2 21      1 1 2 1 2 1 2
2( )l l m m n n

       ( )( ) ( )l l l l1
2

1
2

1
2

2
2

2
2

2
2

1 2 1 2 1 2
2m n m n m m n n

   ( m ) (m m )l l1 2 2 1
2

1 2 2 1
2m n n  ( )n n1 2 2 1

2l l

sin  = 0l
1
m

2
–l

2
m

1
 = 0, m

1
n

2
–m

2
n

1
 = 0, n

1
l
2
–n

2
l
1
 = 0

  
l

l
1

2

1

2

1

2

m

m

n

n

c«aý :

(a) \êAUò iekùeLûe WûAùeKþi^þ ùKûiûA^þ l
1
, m

1
, n

1
 Gaõ l

2
, m

2
, n

2
 ùjùf

ùicûù^ _eÆe _âZò (i)  f´ ùjùa, ~\ò l l1 2 1 2 1 2 0  m m n n

       (ii) icû«e ùjùa, ~\ò
l

l
1

2

1

2

1

2
 

m

m

n

n

(b) \êAUò iekùeLûe WûAùeKþi^þ ùeiòI a
1
, b

1
, c

1
 Gaõ a

2
, b

2
, c

2
ùjùf, ùicûù^ _eÆe

_âZò f´ ùjùa ~\ò a
1
a

2
+b

1
b

2
+c

1
c

2
 = 0

[iìP^û : l1
1

1
2

1
2

1
2


 

a

a b c
, m1

1

1
2

1
2

1
2


 

b

a b c
 Gaõ n

c

a b c
1

1

1
2

1
2

1
2


 

O
Q
PP

(c) iekùeLû \ßde WûAùeKþi^þ ùeiòI a
1
, b

1
, c

1
 Gaõ a

2
, b

2
, c

2
 ùjùf, ùicûù^ icû«e

ùjùa, ~\ò,
a

a

b

b

c

c
1

2

1

2

1

2

 
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C\ûjeY 33.16 \êAUò iekùeLû @«MðZ ùKûYe _eòcûY ̂ ò‰ðd Ke, ~\ò ùicû^ue WûAùeKþi^þ
ùeiòI –1, 0, 1 Gaõ 0, –1, 1 ùjûA[ûGö

icû]û^ : cù^Ke ùicû^ue @«MðZ ùKûYe _eòcûY  ö ùZùa

cos
( ) ( )

( ) ( )
  

   

     
 

1 0 0 1

1 0 1 0 1 1

1

22 2 2 2 2 2

 = 600 Kò´û 1200

C\ûjeY 33.17 \êAUò iekùeLûe WûAùeKi^þ ùeiòI 5, –12, 13 Gaõ –3, 4, 5 ö ùicû^u
@«MðZ iìlàùKûYe _eòcûY ^ò‰ðd Ke ö

icû]û^ : cù^Ke \� iekùeLû \ßd @«MðZ ùKûYe _eòcûY 

  
   

     
cos

( ) ( ) ( )5

( ) ( )


5 3 12 4 13

5 12 13 3 4 52 2 2 2 2 2

 
  

   
15 48 65

25 144 169 9 16 25

 


2

169 169 50

 


 
2

13 2 5 2

1

65

ù~ùjZê  GK iìlàùKûY, cos 
1

65

  F
HG
I
KJ

 cos 1 1

65

@ûi ̂ òùR ̂ òRKê _eLôaû33.5

1. \êAUò iekùeLûe WûAùeKþi^þ ùeiòI 1, 1, 2 Gaõ 3 1 3 1 4  , ,  ùjùf, ùicû^u
@«MðZ ùKûYe _eòcûY ^ò‰ðd Ke ö

2. \gðû@ ù~ A(7, 6, 3), B(4, 10, 1), C(–2, 6, 2) Gaõ D(1, 2, 4) ùMûUòG @ûdZPòZâe
gúhðaò¦ê @U«ò ö

3. ùMûUòG ZòâbêRe gúhðaò¦êe iÚû^ûu (4, 5, 0), (2, 6, 2) Gaõ (2, 3, –1) ùjùf, ùKûYe
_eòcûY ^ò‰ðd Keò \gðû@ ù~ Gjû GK ic\ßòaûjê ZòâbêR ö

4. WûAùeKþi^þ ùKûiûA^þ \� [ôaû ^òcÜfòLôZ iekùeLû \ßd _eÆe ij icû«e Kò´û _eÆe
_âZò f´ ^ò‰ðd Ke ö

(a)  
2

3

2

3

1

3
, , ;  

2

3

2

3

1

3
, , ; (b)

4

5

3

5

0

5
, , ;

4

5

3

5

0

5
, , ;
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@ûùc ~ûjû gòLôùf
 icùKûYúd iÚû̂ ûu @l iûjû~ýùe ùÆgþùe ùMûUòG \�aò¦ê P(x, y, z) ù^A ~\ò @ûùc P aò¦ê

ù\A iÚû û̂u icZk ijòZ icû«e Keò Zòù^ûUò icZk @u^ Keòaû ù~_eò Zûjû iÚû̂ ûu @lKê
ùQ\ Keòa (A, B I C aò¦êùe), ùZùa
OA = x, OB = y, OC = z ù~CñVò O ùjCQò cìkaò¦ê ö
aò_eúZ Kâùc, Zòù û̂Uò iõLýû x, y, z _ûAñ @ûùc ùÆgþùe GK @^^ý aò¦ê _ûAaû ~ûjûe iÚû û̂u
(x, y, z) ùja ö

 \êAUò aò¦ê P(x
1
, y

1
, z

1
) Gaõ Q(x

2
, y

2
, z

2
) c¤a�ðú \ìeZû PQ ùjùf

PQ x x y y z z     ( ) ( ) ( )2 1
2

2 1
2

2 1
2

^òŸòðÁ bûùa, cìkaò¦ê O Vûeê P e \ìeZû ùjCQò x y z1
2

1
2

1
2  ö

 \êAUò aò¦ê P(x
1
, y

1
, z

1
) Gaõ Q(x

2
, y

2
, z

2
) e iõù~ûRK ùeLûLŠKê l : m @^ê_ûZùe

aòbûR^ Keê[ôaû aò¦êe iÚû^ûu

(a) @«aòðbûR^ ùlZâùe
l

l

l

l

l

l

x mx

m

y my

m

z mz

m
2 1 2 1 2 1








F
HG

I
KJ, ,

(b) ajòðaòbûR^ ùlZâùe
l

l

l

l

l

l

x mx

m

y my

m

z mz

m
2 1 2 1 2 1








F
HG

I
KJ, ,

^òŸòðÁ bûùa, PQ e c¤aò¦êe iÚû^ûu

x x y y z z1 2 1 2 1 2

2 2 2

  F
HG

I
KJ, ,

 ~\ò l, m, n ùMûUòG iekùeLûe WûAùeKþi^þ ùKûiûA^þ jê@«ò, ùZùa l2+m2+n2 = 1

 ù~Cñ Zòù^ûUò iõLýû ùMûUòG iekùeLûe WûAùeKþi^þ ùKûiûA^þ ijòZ icû^ê_ûZú, ùicû^uê
iekùeLûe WûAùeKþi^þ ùeiòI Kj«ò ö

 \êAUò aò¦ê P(x
1
, y

1
, z

1
) Gaõ Q(x

2
, y

2
, z

2
) ù\A ~ûA[ôaû iekùeLûe WûAùeKþi^þ

ùKûiûA^þ x
2
–x

1
, y

2
–y

1
, Gaõ z

2
–z

1
 ijòZ icû^ê_ûZú ö

 GK iekùeLû (~ûjûe WûAùeKþi^þ ùKûiûA^þ l, m, n) C_ùe, P(x
1
, y

1
, z

1
) Gaõ

Q(x
2
, y

2
, z

2
) aò¦ê\ßde iõù~ûRK ùeLûLŠe @bòùl_ ùjCQò

l(x
2
–x

1
) + m (y

2
–y

1
) + n(z

2
–z

1
) ö

 P(x
1
, y

1
, z

1
) Gaõ Q(x

2
, y

2
, z

2
) aò¦ê\ßdKê ]ûeY Keê[ôaû iekùeLûe WûAùeKþi^þ

ùKûiûA^þ l, m Gaõ n ùjùf, @ûùc ùfLô_ûeòaû

x x y y

m

z z

n
PQ2 1 2 1 2 1








l
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 ~\ò l
1
, m

1
, n

1
 Gaõ l

2
, m

2
, n

2
 \êAUò iekùeLûe WûAùeKþi^þ ùKûiûA^þ jê@«ò Gaõ 

ùicû^u @«MðZ ùKûY jêG, ùZùa
cos  = l

1
l
2
+m

1
m

2
+n

1
n

2
ö

~\ò iekùeLû \ßd
(i) _eÆe _âZò f´ jê@«ò, ùZùa l

1
l
2
+m

1
m

2
+n

1
n

2
 = 0

(ii) _eÆe ij icû«e, ùZùa
l

l
1

2

1

2

1

2
 

m

m

n

n

 ~\ò a
1
, b

1
, c

1
 Gaõ a

2
, b

2
, c

2
 \êAUò iekùeLûe WûAùeKþi^þ ùeiòI jê@«ò Gaõ ùicû^u

@«MðZ ùKûY jêG, ùZùa

cos  
 

   

a a b b c c

a b c a b c

1 2 1 2 1 2

1
2

1
2

1
2

2
2

2
2

2
2

 iekùeLû \ßd _eÆe _âZò f´ ùjùa, ~\ò a
1
a

2
+b

1
b

2
+c

1
c

2
= 0  Gaõ icû«e ùjùa,

~\ò
a

a

b

b

c

c
1

2

1

2

1

2
 

ijûdK ùIßaþ iûAUþ
 http://www.wikipedia.org.

 http://mathworld.wolfram.com

_ûV ùgh @býûi Kû~ðý
1. \gðû@ ù~ (0, 7, 10), (–1, 6, 6) Gaõ (–4, 9, 6) ùMûUòG icùKûYú ic\ßòaûjê ZòâbêRe

gúhðaò¦ê @U«ò ö
2. _âcûY Ke P(3, 2, –4), Q(5, 4, –6) Gaõ R(9, 8, –10) aò¦ êMêW òK GKùeLú ö

PR K ê Q a ò¦ ê aòbûR^ Keê[ ôaû @^ê_ûZ ^ò‰ ðd Ke ö
3. cù^Ke A(3, 2, 0), B(5, 3, 2) Gaõ C(–9, 6, –3) GK ZòâbêRe gúhðaò¦ê ö BACe

ic\ßòLŠK AD, BC Kê D aò¦êùe ùQ\ Kùe ö D aò¦êe iÚû^ûu ^ò‰ðd Ke ö
(iìP^û : D, BC Kê AB : AC @^ê_ûZùe aòbûR^ Kùe)

4. (7, –5, 4) Gaõ (5, –3, 8) aò¦ê\ßd ù\A ~ûA[ôaû iekùeLûe WûAùeKþi^þ ùKûiûA^þ
^ò‰ðd Ke ö

5. iÚû^ûu @l ijòZ icû^ bûaùe @û^Z iekùeLûe WûAùeKþi^þ ùKûiûA^þ ^ò‰ðd Ke ö
ùijò_eò ùKùZûUò iekùeLû @aiÚòZ ?

6. GK iekùeLû, iÚû^ûu @l ijòZ 450, 600 Gaõ 1200 _eòcûYe ùKûY Keòaû i¸a Kò ̂ êùjñ
\gðû@ ö
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7. \gðû@ ù~ (0, 4, 1), (2, 3, –1), (4, 5, 0) Gaõ (2, 6, 2) aò¦êMêWòK ùMûUòG aMðPòZâe
gúhðaò¦ê @U«ò ö

8. \gðû@ ù~, (4, 7, 8), (2, 3, 4), (–1, –2, 1) Gaõ (1, 2, 5) aò¦êMêWòK ùMûUòG iûc«eòK
PòZâe gúhðaò¦ê @U«ò ö

9. A(6, 3, 2), B(5, 1, 4), C(3, –4, 7) Gaõ D(0, 2, 5) PûùeûUò aò¦ê ö
(i) AB e CD C_ùe @bòùl_ ^ò‰ðd Ke ö
(ii) CD e AB C_ùe @bòùl_ ^ò‰ðd Ke ö

10. ùMûUòG iûcû«eòK PòZâ ABCD e Zòù^ûUò gúhðaò¦ê A(3, –4, 7), B(5, 3, –2) Gaõ
C(1,  2 ,  –3)  ùjùf, Gjûe 4[ð gúhðaò¦ê De iÚû^ûu ^ò‰ðd Ke ö
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C�e cûkû

@ûi ò̂ùR ò̂RKê _eLôaû 33.1

1. (a) OXYZ (b) OXYZ (c) OXYZ

(d) OXYZ (e) OXYZ

@ûi ò̂ùR ò̂RKê _eLôaû 33.2

1. (a) 7 (b) 2 5 (c) 3

@ûi ò̂ùR ò̂RKê _eLôaû 33.3

1. (1, –3, 2), 2.
13

5

6

5

13

5
8 17, , ; (5, , )F

HG
I
KJ 

3. –2 : 3
6. ( , , )2 2 22 1 2 1 2 1x x y y z z  

@ûi ò̂ùR ò̂RKê _eLôaû 33.4

1. (a)   
3

14

1

14

2

14
, , (b)   

1

3

1

3

1

3
, ,

2. (a) (0, 5, 6), (–3, 0, 6) Gaõ (–3, 5, 0)
(b) (–3, 0, 0), (0, 5, 0) Gaõ (0, 0, 6)

3. (a)  
1

3

2

3

2

3
, , (b)   

6

7

2

7

3

7
, ,

4.
30

7
5.

7

3

@ûi ò̂ùR ò̂RKê _eLôaû 33.5

1.

3

4.(a) icû«e (b) f´

_ûVùgh @býûi Kû~ðý

2. 1 : 2 3.
38

16

57

16

17

16
, ,F
HG

I
KJ 4.

1

6

1

6

2

6
, ,
 

Kò´û
1

6

1

6

2

6
, ,

5.  



1

3

1

3

1

3
4, , ; 6. jñ

9. (i)
13

7
(ii)

13

3
10. (–1, –5, 6)


