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11

aé� (Circles)

GK N�ûe K�ûMêWÿòKe @MâbûMe MZò_[Kê flý Ke  (PòZâ 11.1) ö

ùMûUòG iìZûe ùMûUòG cêŠùe K�ûUòG aû§ I @^ý cêŠùe ù_^þiòfþUòG aû§, K�ûUòKê LùŠ KûMR
C_ùe f´ bûaùe eLô Pû_ò ]e I ù_^þiòfþKê UûYò ]eò KûMR C_ùe aêfû@ ö ù~Cñ aKâ ùeLûUòG
@uòZ ùja ZûKê flý Ke (PòZâ 11.2) ö

Gjû ̂ òiù¦j ù~ C_ùeûq _âYûkúùe @ ê̂ùeLôZ icÉ aKâùeLû GK _âKûe @ûKéZòe I Gjò_eò aKâùeLûKê
aé� Kêjû~ûG ö

KûMR C_ùe K�û fûMò ejò[ôaû aò¦êKê aé�e ùK¦â Kj«ò Gaõ ù_^iòfþe @MâbûM I K�û c¤ùe [ôaû
\ìeZûKê aé�e aýûiû¡ð Kêjû~ûG ö

C_ùeûq C\ûjeYùe @^êùeLôZ aKâùeLû i´§ùe @ûjêeò aòÉûeòZ bûaùe @ûùfûP^û @ûùc Keòaû ö

CùŸgý

Gjò @¤ûde @¤d^_ùe Zêùc
 \� ùK¦â I aýûiû¡ð aògòÁ aé�e icúKeY ^ò‰ðd KeòaûKê ic[ð ùja;

PòZâ 11.1 PòZâ 11.2
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PòZâ 11.3

 ùKCñ i�ðùe \êA @mûZeûgò aògòÁ \êANûZú icúKeY GK aé�Kê C_iÚû_^ Kùe, Zûjû @bòaýq
Keò_ûeòa;

 iû]ûeY eì_ùe \ò@û~ûA[ôaû GK aé�e icúKeYeê, aé�e ùK¦â I aýûiû¡ð ^ò‰ðd KeòaûKê ic[ð
ùja;

 GK aé�e icúKeY ^ò‰ðd Keò_ûeòa, ~ûjû
(i) Zò^òùMûUò ù^÷KùeLú aò¦êMûcú ùjûA[ôa (ii) \êAUò \� aò¦êMûcú ùjaû ij ùKøYiò @lKê Ægð
Keê[ôa;

 ùMûUòG aýûie \êA _âû« aò¦ê \� [ôùf, aé�e icúKeY ^ò‰ðd Keò_ûeòa Gaõ
 ùK¦â I aýûiû¡ð \� [ôùf, aé�e _âûPkòK _eò_âKûg (Parametric representaion) ^ò‰ðd

KeòaûKê ic[ð ùja ö

_âZýûgòZ _ìaðmû^
 aé� ijòZ iõ_KðòZ _\ I ]ûeYû
 \� iÚû^ûu aògòÁ \êA aò¦ê c¤ùe \ìeZû
 aòbò^Ü eì_ùe iekùeLûe icúKeY

11.1 aé�e iõmû
GK icZkùe [ôaû GK ̂ òŸòðÁ aò¦ê Vûeê GK ̂ òŸòðÁ \ìeZûùe I ùijò icZkùe [ôaû aò¦êe iõPûe _[Kê
aé� Kêjû~ûG ö Cq ^òŸòðÁ aò¦êKê aé�e ùK¦â Kêjû~ûG ö Cq ^òŸòðÁ \ìeZûKê aé�e aýûiû¡ð Kêjû~ûG ö

11.2 aé�e icúKeY (Equation of a Circle)

GK \� aé� fûMò GK MûYòZòK icúKeY ^ò‰ðd Keò_ûeòaû Kò ? @ûi aòbò^Ü \� i�ðùe aé�e icúKeY
^ò‰ðd Keòaûe C\ýc Keòaû ö
11.2.1 ù~ùZùaùk ùK¦âe iÚû^ûu I aýûiû¡ð \� [ûG ö
cù^Ke aé�e ùK¦â C I aé�e aýûiû¡ð a GKK ö
ùK¦âe iÚû^ûuKê (h, k) Kêj ö
aé� C_ùe ùKøYiò aò¦ê P(x, y) ^ò@ I
x- @l _âZò f´ CM I PM @u^ Ke ö
_ê^½ PN _âZòf´ CL @u^ Ke ö
@ûùc _ûAaû CL = MN = ON – OM = x – h

I PL = PN – LN = PN – CM = y – k

icùKûYú   CPL ùe CL2 + PL2 = CP2

 (x – h)2 +  (y – k)2 = a2 ...(1)
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\� i�ðùe Gjû jó aé�e ^òù‰ðd icúKeY ö

aé�e Gjò eì_Kê aé�e cû^K eì_ (Standard form) Kêjû~ûG ö

aò_eúZ bûaùe, ~\ò icZk C_eòiÚ (x, y) ùKøYiò GK aò¦ê jêG,  ~ûjû (1) Kê iò¡ Kùe, ùZùa Gjû
(h, k) Vûeê a GKK \ìeùe @aiÚòZ ö ùZYê Gjû aé� C_eòiÚ ùja ö

K'Y ùja, ù~ùZùaùk

(i) aé� cìkaò¦ê Mûcú jêG ?

(ii) aé� cìk aò¦ê ù\A ~ûA^[ûG I ùK¦â x- @l C_ùe @aiÚòZ [ûG ?

(iii) aé� cìk aò¦êMûcú I ùMûUòG aýûi, x- @l ij còkò~ûA[ûG ?

(iv) cìkaò¦ê aé�e ùK¦â ùjûA[ûG ?

(v) aé� x- @lKê Ægð Keê[ûG ?

(vi) aé� y- @lKê Ægð Keê[ûG ?

(vii) aé� Cbd @lKê Ægð Keê[ûG ?

@ûùc C_ùeûq _âgÜMêWÿòKe C�e ùMûUòK _ùe ùMûUòG ^ò‰ðd KeòaûKê ùPÁû Keòaû ö

(i) Gjò _eòiÚòZòùe, ù~ùjZê (0, 0) iÚû^ûu, (1) Kê iò¡ Kùe, GYê @ûùc _ûAaû

h2 + k2 = a2

ùZYê icúKeY (1) e _eòa�òðZ eì_ ùja x2 + y2 – 2hx – 2ky =0 ... (2)

(ii) G ùlZâùe, k = 0; GYê icúKeY (1) e eì_ ùja (x – h)2 + y2 = a2... (3)

PòZâ 11.4
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(iii) G ùlZâùe k = 0 I h = a (PòZâ11.4)

ùZYê, icúKeY (1) e eì_ ùja x2 + y2  2ax = 0 ...(4)

(iv) G ùlZâùe, h = 0 = k

ùZYê, icúKeY (1) e eì_ ùja x2 + y2 = a2 ....(5)

(v) G ùlZâùe k = a (PòZâ 11.5)

GYê icúKeY (1) e eì_ ùja x2 + y2 – 2hx – 2ay + h2 = 0 ....(6)

(vi) G ùlZâùe h = a,

GYê icúKeY (1) e eì_ ùja x2 + y2 – 2ax – 2ky + k2 = 0 ...(7)

(vii) G ùlZâùe, h = k = a (PòZâ 11.5 ù\L)
GYê icúKeY (1) e eì_ ùja x2 + y2 – 2ax – 2ay + a2 = 0 ....(8)

PòZâ 11.5

PòZâ 11.6
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C\ûjeY 11.1 ù~Cñ aé�e ùK¦â (3, –4) I aýûiû¡ð 6, ùi aé�e icúKeY ^ò‰ðd Ke ö

icû]û^ : icúKeY (1) e _\cû^u ij Zêk^û Kùf, @ûùc _ûAaû

h = 3, k = –4, I a = 6

 aé�e icúKeY ùjCQò (x –3)2 + (y + 4)2 = 62

Kò´û, x2 + y2 – 6x + 8y – 11 = 0

C\ûjeY 11.2 aé� (x + 1)2 + (y – 1)2 = 4 e ùK¦â I aýûiû¡ð ^ò‰ðd Ke ö

icû]û^ : \� icúKeYKê (x – h)2 + (y – k)2 = a2 ij Zêk^û Kùf _ûAaû

–h = 1, –k = –1, a2 = 4

h = –1, k = 1, a = 2

ùZYê \� aé�e ùK¦â (–1, 1) I aýûiû¡ð 2 ö

11.3 aé�e \êA @mûZ eûgò aògòÁ \ßòNûZú iû]ûeY icúKeY (General
Equation of the circle in second degree in two variables)

ùK¦â (h, k) I aýûiû¡ð r aògòÁ aé�e cû^K icúKeY ùjCQò

(x – h)2 + (y – k)2 = r2 .....(1)

Kò´û, x2 + y2 – 2hx – 2ky + h2 + k2 – r2 = 0 ...(2)

Gjûe @ûKéZò ùjfû x2 + y2 + 2gx + 2fy + c = 0 ...(3)

 (x2 + 2gx + g2) + (y2 + 2fy + f2) = g2 + f2 – c

 (x + g)2 + (y + f)2   g f c2 2
2

e j

        [ ( )] [ ( )]x g y f g f c2 2 2 2
2

e j ...(4)

 (x – h)2 + (y – k)2 = r2

ù~CñVò, h = –g, k = –f, r g f c  2 2

Gjû \gðûG ù~, \� icúKeYeê _âû¯ aé�e ùK¦â (–g, –f) I aýûiû¡ð   g f c2 2
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11.3.1 \êA @mûZ eûgò aògòÁ \êANûZú iû]ûeY icúKeY GK aé�Kê _eò_âKûg Keòaûe i�ð ö

cù^Ke icúKeYUò ùjCQò x2 + y2 + 2gx + 2fy + c = 0

(i) Gjû x I y e GK \êANûZú icúKeY ~ûjûe x2 I y2 e ijM icû^ ö

(ii) GVûùe xy [ôaû ùKøYiò _\ ^ûjó ö

UúKû : Gjò _âgÜe icû]û^ _ûAñ @ûùc x2 I y2 e ijM GK ù^aû ö

C\ûjeY 11.3 aé� 45x2 + 45y2 – 60x + 36y + 19 = 0 e ùK¦â I aýûiû¡ð ^ò‰ðd Ke ö

icû]û^ : 45 \ßûeû \� icúKeYeê bûM Kùf _ûAaû

x y x y2 2 4

3

4

5

19

45
0    

GjûKê x2 + y2 + 2gx + 2fy + c = 0 ij Zêk^û Kùf, _ûAaû

g f  
2

3

2

5
,  I c 

19

45

Gjò_eò \� aé�e ùK¦â
2

3

2

5
, FHG
I
KJ  I aýûiû¡ð    g f c2 2 41

15

C\ûjeY 11.4 (1, 0), (0, –6) I (3, 4) aò¦êMûcú aé�e icúKeY ^ò‰ðd Ke ö

icû]û^ : aé�e icúKeYUò cù^Ke

x2 + y2 + 2gx + 2fy + c = 0 ... (1)

ù~ùjZê aé�Uò Zò^òùMûUò \� aò¦ê ù\A ~ûAQò, ùiMêWÿòK icúKeY (1) Kê iò¡ Keòùa ö

ùZYê, 1 + 2g + c = 0...(2)

36 – 12f + c = 0 ... (3)

I 25 + 6g + 8fc + c = 0 ...(4)

(2) Kê (3) eê I (3) Kê (4) eê aòùdûM Kùf, @ûùc _ûAaû

2g + 12f = 35

Gaõ 6g + 20 f = 11
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Gjò icúKeY MêWÿòKê g I f _ûAñ icû]û^ Kùf, _ûAaû

g f  
71

4

47

8
,

g e cû^Kê (2) ùe _âZòiÚû_^ Kùf, @ûùc _ûAaû c 
69

2

Gaõ g, f I c e cû^Kê (1) ùe aiûAùf, aé�e ^òù‰ðd icúKeYUò ùja

4x2 + 4y2 – 142x + 47y + 138 = 0

C\ûjeY 11.5 (1, –2) I (3, –4) aò¦êMûcú Gaõ x- @lKê Ægð Keê[ôaû aé�e icúKeY ^ò‰ðd
Ke ö

icû]û^ : ù~ùjZê aé� x- @lKê Ægð Kùe, aé�e icúKeYe cû^K eì_ùe k = a ù^ùf, @ûùc
_ûAaû

x2 + y2 – 2hx – 2ay + h2 = 0 ... (1)

aé� (1, –2) aò¦êMûcú

h2 – 2h + 4a + 5 = 0 ...(2)

Gaõ aé� (3, –4) aò¦êMûcú

h2 – 6h + 8a + 25 = 0 ...(3)

(2) I (3) eê ‘a’ Kê @_iûeY Kùf, _ûAaû

h2 + 2h – 15 = 0

h = 3 Kò´û h = –5

(3) eê a e @^êeì_ cû^ iaê ~[ûKâùc ùja –2 I 10 ö h I a e cû^Kê (1) ùe _âZòiÚû_^
Kùf, _ûAaû

x2 + y2 – 6x + 4y + 9 = 0 ...(4)

I x2 + y2 + 10 x + 20y + 25 = 0 ...(5)

(4) I (5) ^òù‰ðd icúKeYKê _eò_âKûg Kùe ö

11.4 ùMûUòG aýûie _âû«aò¦ê \� [ôùf aé�e icúKeY (Equation of a
circle when end points of one of its diameters are given)

cù^Ke A (x
1
, y

1
) I B (x

2
, y

2
) \� aýûi AB e _âû«aò¦ê  (PòZâ 11.7 ù\L)ö

cù^Ke P(x, y), AB aýûi ù^A @uòZ aé� C_eòiÚ ùKøYiò GK aò¦ê ö AP I BP Kê ù~ûM
Ke ö
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PòZâ 11.7

ù~ùjZê @¡ð aé�ùe @«ðfòLôZ ùKûY GK icùKûY

APBP

(AP e ùiäû_þ)  (BPe ùiäû_þ) = –1

a�ðcû^ AP e ùiäû_þ 



y y

x x
1

1

Gaõ BP e ùiäû_þ 



y y

x x
2

2




F
HG
I
KJ 



F
HG
I
KJ  

y y

x x

y y

x x
1

1

2

2

1

Kò´û (x – x
1
)(x – x

2
) + (y – y

1
) (y – y

2
) = 0 ...(1)

ù~ùjZê aé� C_eòiÚ icÉ aò¦ê _ûAñ icúKeY (1) iZý, Gaõ icZk C_eòiÚ @^ý ùKøYiò aò¦ê _ûAñ ̂ êjñ

icúKeY (1), aýûi eì_ùe GK aé�e icúKeYKê _eò_âKûg Kùe ö

C\ûjeY 11.6 cìk aò¦ê I (2, –4) Kê iõù~ûM Keê[ôaû ùeLûLŠKê aýûi ù^A C_ô^Ü ùjC[ôaû
@uòZ aé�e icúKeY ^ò‰ðd Ke ö

icû]û^ : GVûùe x
1
 = 0, y

1
 = 0; x

2
 = 2, y

2
 = –4 @ùU ö

icúKeY (1) e aýajûeùe, aé�e ^òù‰ðd icúKeYUò ùjCQò

(x – 0) (x – 2) + (y – 0) [y – (–4)] = 0

Kò´û, x2 – 2x + y2 + 4y = 0

Kò´û, x2 + y2 – 2x + 4y = 0

C\ûjeY 11.7 GK aé� x2 + y2 – 2ax = 0 e GK Rýûe icúKeY ùjCQò y = mx ö Cq RýûKê
aýûi ù^A C_ô^Ü ùjC[ôaû aé�e icúKeY ^ò‰ðd Ke ö

icû]û^ : aé� I Rýûe ùQ\aò¦êe iÚû^ûuMêWÿòK ùjfû (0, 0) Gaõ
2

1

2

12 2

a

m

ma

m 
F
HG

I
KJ,

a�ðcû^ , Gjò aò¦êMêWÿòKê aýûie _âû« aò¦ê eìù_ ù^ùf, icúKeY (1) @^ê~ûdú ^òù‰ðd aé�e icúKeY
ùjfû

( ) ( )x x
a

m
y y

ma

m
 


F
HG

I
KJ   


F
HG

I
KJ 0

2

1
0

2

1
0

2 2
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PòZâ 11.8

Kò´û, x y
a

m
x

m

m
y2 2

2 2

2

1

2

1
0 







Kò´û, (1 + m2) x2 + (1 + m2) y2 – 2ax – 2may = 0

Gjû ùjCQò aé�e ^òù‰d icúKeY ö

11.5 GK aýûiû¡ð I Gjûe @û^Zò \� [ôùf aé�e icúKeY (_âûPkòK eì_)
(Equation of a circle when a radius and its inclination are given
parametric form)

ùKøYiò aé� ~ûjûe ùK¦â cìkaò¦ê @ùU I aýûiû¡ð r, Zûe icúKeY ̂ ò‰ðd Keòaû _ûAñ cù^Ke P(x, y)
aé� C_ùe GK aò¦ê ö PM OX @u^ Ke ö

OM = x, MP = y, OP ù~ûM Ke ö

cù^Ke XOP =  I OP = r

a�ðcû^ x = OM = r cos 

Gaõ y = MP = r sin 

GYê, Cbd icúKeY x = r cos  I y = r sin  Kê

GKû iùw ù^ùf, aé�e icúKeY C_iÚû_òZ jêG ö

Gjû aé�e icúKeYe _âûPkòK eì_, ù~CñVò _âûPk @ùU ö

UúKû : ~\ò aé�e ùK¦â (h, k) jêG, ùZùa aé�e icúKeYe _âûPkòK eì_ x = h + r cos  I y
= k + r sin  ùja, ù~CñVò  Kê _âûPk Kêjû~ûG ~ûjû [0, 2] c¤ùe @aiÚòZ ö

C\ûjeY 11.8 ^òcÜfòLôZ _âùZýK aé�e _âûPkòK eì_ ^ò‰ðd Ke ö

(i) (x – 1)2 + (y + 2)2 = 9 (ii) (x + 2) (x – 4) + (y – 3) (y +1) = 0

icû]û^ : (i) aé�e icúKeYUò ùjCQò

(x – 1)2 + (y – 2)2 = 32

GjûKê aé�e cû^K icúKeY ij Zêk^û Kùf,

@ûùc _ûAaû, \� aé�e ùK¦â (1, –2) I aýûiû¡ð = 3 ö
aé�e icúKeYe _âûPkòK eì_ ùjfû

x = 1 + 3 cos ; y = –2 +  sin 

(ii) aé�e icúKeYUò

x2 + y2 – 2x – 2y – 11 = 0
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GjûKê aé�e icúKeYe iû]ûeY eì_ ij Zêk^û Kùf Gaõ ùK¦â I aýûiû¡ð ^ò‰ðd Kùf, @ûùc _ûAaû
ùK¦â, (1, 1) I aýûiû¡ð  13

aé�e icúKeYe _âûPkòK eì_ ùjfû
x y   1 13 1 13cos , sin 

@ûi ̂ òùR ̂ òRKê _eLôaû11.1

1. aé�e icúKeY ^ò‰ðdKe, ~ûjûe

(a) ùK¦â (0, 0) I aýûiû¡ð 3 GKK

(b) ùK¦â (–2, 3) I aýûiû¡ð 4 GKK

2. ^òcÜ aé�e ùK¦â I aýûiû¡ð ^ò‰ðd Ke :

(a) x2 + y2 + 3x – y = 6, (b) 4x2 + 4y2 – 2x + 3y – 6 = 0

3. (0, 2), (2, 0) I (0, 0) aò¦êMûcú aé�e icúKeY ^ò‰ðd Ke ö

4. ù~Cñ aé� y- @lKê Ægð Kùe Gaõ (–1, 2) I (–2, 1) aò¦êMûcú, ùi aé�e icúKeY ^ò‰ðd
Ke ö

5. (2, 3) I (–2, 6) _âû«aò¦ê [ôaû aýûi aògòÁ aé�e icúKeY ^ò‰ðd Ke ö

6. ^òcÜ fòLôZ _âùZýK aé�e icúKeYKê _âûPkòK eì_ùe ^ò‰ðd Ke ö

(a) (x + 1)2 + (y + 1)2 = 4

(b) 4x2 + 4y2 + 2x + 2y – 3 = 0

(c) (x – 1) (x + 1) + (y – 1) (y + 1) = 0

@ûùc ~ûjû gòLôùf :

 (h, k) ùK¦â I a aýûi¡ð aògòÁ aé�e cû^Keì_ (x – h)2 + (y – k)2 = a2

 aé�e icúKeYe iû]ûeY eì_ x2 + y2 + 2gx + 2fy + c = 0 ö Gjûe ùK¦â (–g, –f) I
aýûiû¡ð   g f c2 2

 aé�e aýûi eì_
~\ò aýûie \êA _âû«aò¦ê (x

1
, y

1
) I (x

2
, y

2
) jêG ùZùa aé�e icúKeYUò ùja

(x – x
1
) (x – x

2
) + (y – y

1
) (y – y

2
) = 0
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 aé�e _âûPkòK eì_
aé�e ùK¦â (0, 0) I aýûiû¡ð = a GKK ùjùf, aé�e _âûPkòK eì_ ùjCQò
x = a cos , y = a sin 

~\ò aé�e ùK¦â (h, k) jêG, ùZùa aé� _âûPkòK icúKeY ùjCQò
x = h + a cos  I y = k + a sin 

ijûdK ùIßaþ iûAUþ
 http://www.wikipedia.org

 http://mathworld.wolfram.com

_ûV ùgh @býûi Kû~ðý
1. ùK¦â (4, –6) I aýûiû¡ð 7 GKK aògòÁ aé�e icúKeY ^ò‰ðd Ke ö
2. x2 + y2 + 4x – 6y = 0 aé�e ùK¦â I aýûiû¡ð ^ò‰ðd Ke ö
3. (1, 0), (–1, 0) I (0, 1) aò¦êMûcú aé�e icúKeY ^ò‰ðd Ke ö
4. ^òcÜfòLôZ aé�e icúKeYe _âûPkòK eì_ ùfL ö

(a) x2 + y2 = 3 (b) x2 + y2 – 4x + 6y = 12
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C�e cûkû

@ûi ò̂ùR ò̂RKê _eLôaû 11.1

1. (a) x2 + y2 = 9 (b) x2 + y2 + 4x – 6y – 3 = 0

2. (a) FHG
I
KJ

3

2
1

37

2
, ; (b)

1

4

3

8

109

8
, ;FHG
I
KJ

3. x2 + y2 – 2x – 2y = 0

4. x2 + y2 + 2x – 2y + 1 = 0
5. x2 + y2 – 9y + 14 = 0

6. (a) x = –1 + 2 cos  I y = –1 + 2 sin 

(b) x y     
1

4

7

8

1

4

7

8
cos sin 

(c) x  2 cos I y  2 sin

_ûVùgh @býûi Kû~ðý :
1. x2 +  y2 – 8x + 12y + 3 = 0

2. ùK¦â (–2, 3); aýûiû¡ð  13

3. x2 + y2 = 1

4. (a) x y 3 3cos , sin 

(b) x = 2 + 5 cos , y = –2 + 5 sin 


